









асинхронной машины для 
вибрационных исследований 





Mathematical Model of Asynchronous 
Machine for Vibration Research 
(текст статьи на англ. яз. – English text of the 
article – p. 14)
В основе предлагаемой авторами 
математической модели лежит 
представление асинхронной 
машины в виде двух бесконечно 
длинных цилиндрических оболочек 
с токовыми слоями и при этом 
разделенных воздушным кольцевым 
зазором. Максимально используется 
информация, относящаяся к режиму 
работы, когда оси статора и ротора 
совпадают. Введены новые параметры, 
обусловленные радиальным 
смещением вращающегося ротора, 
однако их формулировка позволяет 
использовать известные методы 
расчёта параметров машин.
Ключевые слова: математическая модель, 
вибрационные исследования, асинхронная 
машина, магнитный подшипник, 
ротор, эксцентриситет, токовый слой, 
возмущенное поле, невозмущенное поле.
Рассматриваемые вопросы приобре-тают особое звучание для асинхрон-ных машин, в которых использует-
ся магнитный подвес ротора . При вибра-
ционных исследованиях таких систем не-
обходимо учитывать  возможность 
радиального смещения вращающегося 
ротора . В связи с этим его положение в ма-
тематической модели асинхронной маши-
ны (АМ) определяется двумя координата-
ми – вращательной и радиальной .
В основе модели лежит представление 
АМ в виде двух бесконечно длинных ци-
линдрических оболочек с токовыми слоями 
(рис . 1) и при этом разделенных воздуш-
ным кольцевым зазором (круговым при 
отсутствии радиального смещения ротора 
или эксцентричным при наличии таково-
го) . Так, на цилиндрической оболочке ра-
диуса ρ
1
, расположен токовый слой, ими-
тирующий статорную обмотку асинхрон-













j I=  
1m
I – амплитуда фазного тока 
статора, ω
1
 – циклическая частота статор-
ного тока .
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7Предполагается, что магнитопроводы 
статора и ротора (его радиус обозначен ρ
2
) 
имеют бесконечную магнитную проница-
емость и нулевую электропроводность .
Сначала найдём магнитное поле в об-






Расчет будем выполнять для векторного 
потенциала магнитного поля, который 
в данной области имеет единственную 
компоненту А, направленную вдоль обра-
зующей цилиндра и удовлетворяющую 
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Если предположить, что A = R(ρ)×S(θ), 



















где n2 – постоянная величина .
Решениями этих уравнений являются
R = cρn+dρ-n, S = g  cos(nθ) + h sin(nθ),
тогда
A = (cρn+dρ-n)×[ g  cos(nθ) + h sin(nθ)] .
В этом выражении при граничных усло-
виях (2) постоянная n =1, а величины с, d, 
g  и h, не зависящие от переменных ρ и θ, 
удовлетворяют уравнениям
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Таким образом, компоненты Bρ и Bθ 
вектора магнитной индукции (B = rot A) 
и скалярный магнитный потенциал V 
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= × − × − −  
 (5)
Рис. 1. Случай кругового кольцевого воздушного 
зазора.
Рис. 2. Случай эксцентрического кольцевого 
воздушного зазора.
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8Найдём функцию потока U, используя 
одно из выражений –
1 1
Қили  .
U V U V
H Hθ ρρ ρ θ ρ θ ρ
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– постоянная . Теперь можно вычи-
слить комплексный потенциал ξ
w
= U+jV 





 в плоскости w:










= × + × × + − × × + −  
 (6)
где w = ρeiθ, ξ
0
– постоянная, 1j = −  .
Рассмотрим магнитное поле в области 
эксцентрического воздушного зазора 










, 0) симметричны относительно обеих 
окружностей (следы цилиндрических обо-
лочек), т . е . ( ) ( )2 21 2 1 1 2 2,   .x x x xρ ε ε ρ= − × − =
Функция, осуществляющая конформ-
ное отображение эксцентрического зазора 
в круговой кольцевой, является дробно-
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Так как z=rejφ, то 11 1e
jz x b ψ− = , 22 2ҚҚҚ e
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Поэтому отображающую функцию w 
можно записать как










, эти величины яв-
ляются функциями координат r и φ теку-
щей точки на плоскости z . Внося (10) в (6), 
получим выражение для комплексного 
потенциала магнитного поля в области 
эксцентрического зазора на плоскости z:
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 (11)
Отсюда находим соотношения для 
функции потока и компонент магнитной 
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Рассмотрим выражения (13) и (14) более 
подробно .





при изменении эксцентриситета ε изменя-
ются в весьма широком диапазоне . Напри-
мер, при приближении ε к своему верхнему 

















+ε); напротив, при прибли-
жении ε к низшему пределу (ε→0) один 
из корней приближается к нулю, второй – 
к бесконечности . Рассмотрим случай ма-





Здесь приближенные значения корней 
уравнения (8) даются формулами
2 2 2 2
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В этом случае х
2 





этому можно пренебречь z по сравнению 
Рис. 3. Используемые системы координат.
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При ε→0, очевидно, должно иметь ме-
сто w →z, следовательно, можно принять 
λ = –x
2





отображающую функцию можно прибли-
жённо представить следующим образом
w = z –ε′.  (15)
В данном случае величины b и ψ в (10)-
(14) равны














С учетом (16) выражения (13) и (14) 






































































Если магнитное поле, описываемое соот-
ношениями (4) и (5), рассматривать как не-
возмущённое, то поле, отвечающее в выраже-
ниях (17) и (18) членам, содержащим ε′, сле-
дует считать возмущённым . В этих выраже-
ниях члены без ε′ совпадают с (4) и (5) 
и представляют невозмущённое поле . Таким 
образом, появление эксцентриситета ротора 
сопровождается возмущением магнитного 
поля в воздушном зазоре машины . При малом 





возмущённое магнитное поле является вра-
щающимся с пространственным периодом, 
вдвое меньшим периода невозмущённого 
поля . Это поле вращается в ту же сторону, что 
и невозмущённое поле со скоростью, равной 
половине синхронной .
Соотношения (17) и (18) записаны в сис-
теме отсчёта xy, жёстко связанной со стато-
ром, с началом в центре инерции статора 
(в точке 0 на рис . 3) . Рассчитаем магнитное 
поле на поверхности ротора (B
r 
и Bφ– ком-
поненты магнитной индукции в точке N 
на поверхности ротора в системе xy). Затем 
результаты вычисления (
2r
B  и 
2
Bφ ) запишем 





относительно статора, но с началом в цент-
ре ротора (в точке 0
2
 на рис . 3) .
В результате получим
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=  – относительный эксцентриси-
тет .
Допустим, что на поверхности ротора 
имеется слой тока, плотность которого 
в системе отсчёта статора определяется 
выражением, по нашему предположению, 
содержащим невозмущенную и возмущен-
ную компоненты:
( ) ( )
22 1 2 2 1 2
sin sin 2  .Қm mj j t j tε εω φ ψ ω φ ψ= − − + − −  (21)
Взаимодействие магнитного поля (19) 
и (20) (заметим, что это поле обусловлено 
током статора) с токовым слоем (21) даёт 
пондеромоторную силу, действующую 
на ротор . Плотность этой силы (приходя-
щейся на единицу поверхности ротора) 











] = –eφ fφ + er  fr;
2 22 2
;ҚҚҚ  .r rf j B f j Bφ φ= =
так что для суммарной силы при активной 
длине машины l будем иметь
2 2
2 2 2 2
0 0
,  .r rF l f d F l f d
π π
φ φρ φ ρ φ= =∫ ∫
Рис. 4. К расчету потокосцепления 
витка роторной обмотки.
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Тогда тангенциальная Fφ и рациональ-
ная F
r 
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Қ mj , 2mj , mj ε , ψ2 и ψε, которые 
до сих пор предполагались заданными, 
являются, вообще говоря, неизвестными . 
Для их определения необходимо привлечь 
уравнения, характеризующие электромаг-
нитный процесс в машине . Возможность 
непосредственного использования извест-
ных уравнений асинхронной машины [2] 
для этой цели, очевидно, нуждается в обо-
сновании . Связано это с тем, что в рассмат-
риваемом случае из-за эксцентриситета 
ротора имеет место возмущение магнитно-
го поля в воздушном зазоре машины . Сле-
довательно, нужно выяснить, как этот факт 
отражается в уравнениях машины .





j  и ψ
2
 не содержат mj ε  и ψε, 
и эти уравнения в принципе совпадают 
с уравнениями асинхронной машины, 
описывающими электромагнитные про-
цессы без эксцентриситета ротора .





, жёстко связанной с ротором . Для это-





 + γ, где φ
f
 – угловая координата, 





dtγ ω γ= +∫ , где ω2 – 
скорость вращения ротора вокруг собст-
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 (24)
Вычислим потокосцепление витка ро-
торной обмотки, обусловленное полем (24) . 
Положение витка определим углом φ0 меж-
ду его магнитной осью и осью x
f























Φ = ∫ ∫
где τ – полюсное деление, l – активная 
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Тогда потокосцепление Ψ(φ0) катушеч-
ной группы равно







 .f fw d
α
α
φ φ φ φ
−
Ψ = Φ +∫
Здесь Ф(φ0+φ
f
) даётся выражением для 
Ф(φ0) при замене в нём φ0 на φ0+φ
f
, где под 
φ0 понимается уже угол, составленный осью 
x
f
 и магнитной осью катушечной группы, 
α
0
 – угол фазной зоны ( 0 pm
πα = , p – число 
пар полюсов, m – число фаз), 0Қw  – плот-




= , q – 
число пазов на полюс и фазу, kw  – число 
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+ = ,  (28)
где j =1,2,…,2n; n = mp .
Потокосцепление катушечной группы 
Ψ
j






ственно полем ротора и полем статора . 
Присвоив номер 1 произвольно выбранной 
катушечной группе, пронумеруем все 
остальные в порядке их расположения 
по периферии ротора . Обозначим коэффи-
циент самоиндукции катушечной группы 
как l = l(0∙α), коэффициент взаимоиндук-
ции между j-й и k-й катушечными группа-
ми при одинаковых направлениях токов 
в них:
( ) ( )( ) или Қ  2njk jkl l j k l l j kα α= − = − ,
где α – угол между осями соседних кату-
шечных групп (
n
πα = ) . В любой фазе токи 
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в соседних катушечных группах имеют 
противоположные направления . Пусть 
во всех нечётных катушечных группах токи 
направлены от зажима «н» к зажиму «к», 
а в чётных – от «к» к «н» . Тогда для пото-
косцепления j-й катушечной группы, об-
условленного полем ротора, получим








f l j k iα +
=
Ψ = − −∑




формулой (30) при значении φ0, соответст-
вующем j-й катушечной группе . Пусть для 
первой группы φ0 = 0, тогда для j-й кату-
шечной группы имеем
φ0 = (j-1)×αρ (29)
ЭДС, соответствующие потокосцепле-
ниям, вычисленным по формуле (25) при 
0φ  согласно (29), направлены во всех кату-
шечных группах одинаково от «н» к «к» . 
Так же направлены токи и в нечётных кату-
шечных группах, а в чётных, как указыва-
лось ранее, противоположно . Чтобы согла-
совать направление ЭДС и токов в чётных 
катушечных группах, необходимо потокос-
цеплениям, вычисленным по (25) при (29) 
для чётных катушечных групп, приписать 
противоположный знак . Таким образом, 
получаем следующее выражение для пото-
косцепления Ψ
j
(s), справедливое как для 
чётных, так и нечётных катушечных групп:
( ) ( )( )
1 1
cos 1j ms j m t j pω γ αΨ = − − − +
( )( ) ( ) 11cos 2 2 1 1  .jm t j pε ω γ α −+ − − − −  (30)
Пусть катушечная группа под номером 
1 входит в фазу «a» . Тогда принадлежность 
других групп выясняется сразу . В фазе «a» 
будем иметь 1, 4, …, 2n – 2 катушечные 
группы, в фазе «b» – 3, 6, …, 2n и в фазе 
«c» – 2, 5, …, 2n-1 .
Просуммируем уравнения (28) при зна-
чениях индекса j, которые он принимает 
в отдельных фазах (полагаем, что катушеч-





























( )( )Ri Li 0,Қd s
dt
+ + Ψ =  (31)
где i, Ψ(s) – столбцевые матрицы токов 
и потокосцепления фаз, обусловленных 
магнитным полем статора:
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )TTi , ,a b c a b ci i i s s s s= Ψ = Ψ Ψ Ψ
где R – матрица фазных сопротивлений;










r l l l
r l l l
r l l l
   
   = =   
   
   
Здесь r – активное сопротивление фазы, 
l
0
 – собственная индуктивность фазы, l
m
 – 
взаимная индуктивность между фазами:
( ) ( )
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Потокосцепление фаз, обусловленное 
магнитным полем статора, вычисляем, 
имея в виду (30):
( ) ( )
1 1
2 cos ;a ms pj m tω γΨ = −
( ) ( )2 cos 120 ;b ms pj m tω γΨ = − −
( ) ( )
1 1
2 cos 120  .c ms pj m tω γΨ = − +
Отсюда следует, что индуктированное 
эксцентриситетом ротора возмущённое 
магнитное поле, которому в (30) соответ-
ствует составляющая потокосцепления 
катушечной группы, содержащая множи-
тель mε, не делает вклада в потокосцепле-
ния фаз роторной обмотки . Это связано 
с тем, что период распределения возмущён-
ного магнитного поля вдвое меньше по-
люсного деления . Поэтому в каждой фазе 
при обычной обмотке ротора потокосце-
пление нечётных катушечных групп, об-
условленное возмущённым магнитным 
полем, компенсируется потокосцеплением 
чётных катушечных групп от того же маг-





j  и Ψ
2
 (их можно 
назвать уравнениями невозмущённого 
состояния) не должны отличаться от из-
вестных уравнений асинхронной машины, 
соответствующих случаю совпадения осей 
статора и ротора .
Теперь определимся с величинами mj ε  
и Ψε, связанными с возмущённым магнит-
ным полем . В асинхронных машинах с ро-
торной обмоткой в виде беличьей клетки 
(простой или двойной), а также в машинах 
с глубокопазным или массивным ротором 
возмущённое магнитное поле, радиальная 
компонента которого равна (см . (24))
• МИР ТРАНСПОРТА, том 13, № 3, С. 6-19 (2015)





0 0 12 2
1 2
2 cos 2 2 ,r m fB j tε
ρ ρ
ε µ ω γ φ
ρ ρ
 
= − − − 
 (32)
индуктирует в роторе ток . С этим током 
связана введённая ранее величина 
( )1 2sin 2mj tε εω φ ψ− −  (см . (21)) . В асинхронных 
машинах с указанной конструкцией рото-
ра период распределения индуктированно-
го в роторе тока совпадает с периодом 
внешнего магнитного поля rB ε  . Поэтому 
потокосцепление «витка», отвечающее (36) 
























0 0 12 2
1 2
2 cos 2 2  .m
l
j tε
ρ ρ τε µ ω γ φ
ρ ρ π
 
Φ = − − − 
Если роторная обмотка выполнена 
в виде беличьей клетки с числом стержней 
h, то потокосцепление «фазы» ротора мож-















где p – число пар полюсов, α
0







0 0 0 12 2 2
1 2
2 sin cos 2m
lph
j tε
ρ ρ τε µ α ω γ
ρ ρ π
 
Ψ = − − 
и отвечающую Ψε «фазную» ЭДС ротора eε, 
которая при постоянной скорости враще-
ния ротора равна:




0 0 1 0 12 2 2
1 2
2 1 2 sin sin 1 2 ,m
lph
e j s s tε
ρ ρ τε µ ω α ω
ρ ρ π
 
= − − − 






= ) . От-
сюда находим ток
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где Rε – активное сопротивление, Xε – ин-
дуктивное сопротивление рассеяния рото-
ра . Кстати, для экспериментального опре-
деления этих параметров пришлось бы 
выполнить статорную обмотку с вдвое 
меньшим полюсным делением при неиз-
менных прочих условиях .
Ток iε образует симметричную систему 
прямой последовательности, при этом 
(33) можно рассматривать как выраже-
ние одного из фазных токов в системе 
отсчёта ротора . Весьма существенно, что 
период распределения «обмотки» с то-
ком iεвдвое меньше полюсного деления . 
Поэтому эквивалентный этой «обмотке» 
токовый слой в системе отсчёта статора 
выражается формулой
( )1 2sin 2 ,Қmj j tεε εω φ ψ= − −  (36)
которая была задана априори в (21) . При 
выводе формулы (36) было предположе-
но, что фазные «обмотки» распределены 
по гармоническому закону и симметрич-







Найдём выражение для величины mj ε  .
Предварительно заметим, что в слу-
чае ротора с беличьей клеткой в (26) 






Қsin fφ = 1 .  Если 
далее учесть, что 2pm = L
12
 – коэффици-
ент взаимоиндукции между статором 
и ротором, то, имея в виду (31) и (38), 
получим

























Соотношения (35) и (37) играют весь-
ма важную роль . Определяемые ими 
величины mj ε  и Ψε входят в формулу для 
радиальной компоненты пондеромотор-
ной силы, действующей на ротор (23) . 
Тем самым конкретизируется уравнение 





0 22 2 2
1 2
2 cos ,Қm m c
d
M j j l F
dt ε ε







 – радиальная сила сопротивления, 
например, магнитного подшипника, 
М – масса ротора .




j  и Ψ
2
 
необходимо решить уравнения асин-
хронной машины, описывающие про-
цессы в отсутствие эксцентриситета 
ротора . Эти уравнения в общем виде 
могут быть записаны так:
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+ + = 













 – изображающие векто-










– их взаимная индуктивность, 
равная главной индуктивности статор-
ной обмотки; 1 12L L Lσ1= + + , 22 21L L Lσ= + , 1Lσ  
и 
2
Lσ  – индуктивности рассеяния стато-
ра и ротора, включающие пазовое, лобо-
вое, дифференциальное рассеяния; 
Mφ – момент, обусловленный тангенци-
альным компонентом пондеромоторной 
силы; M
c
–момент сопротивления; J – 
момент инерции относительно оси вра-
щения ротора .
При гармоническом распределении 
фазных обмоток и симметричном распо-
ложении их друг относительно друга 
величины 
1m
j  и 
2m
j  численно равны ам-
плитудам 
1m
I  и 
2m















 . В синусоидальном ре-
жиме, полагая в (39) 1
11
e j tmu U
ω=  , 1
11
e j tmi I
ω=   и 
1
22
e j tmi I
ω=  , сразу можем вычислить 
1m
I  и 
2m











R jX I jX I U
R jX s I jX sI
+ + = 





которые следуют из (39) при ω = const, 




j  и Ψ
2 .
В малых асинхронных машинах элек-
тромагнитные постоянные времени малы, 
поэтому при питании таких машин от шин 
бесконечной мощности (
1
,mU  ω1 = const)их 
динамические свойства не отличаются 
от статических . В этом случае рассмотрен-




j , mj ε , Ψ2 и Ψε, основанная на использо-
вании (37) и (40), вполне обоснована . 
Напротив, в крупных асинхронных маши-
нах с добротными обмотками и контурами 
следует иметь в виду возможность появле-
ния заметных переходных процессов . Это 
приводит к необходимости привлечения 




М jφ = × × 2 1 1 2( )
∗ ∗
× − ×i i i i , а вместо формул 





0 0 0 12 2 2
1 2
;
2 sin cos 2 ,m
di






ε ε ε ε
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j  является уже функцией времени .
Таким образом, в задаче исследования 
асинхронной машины с магнитными под-
шипниками и, в частности, при расчёте ее 
вибрационных характеристик она может 
быть смоделирована уравнениями (38), 
(39), (41), либо уравнениями (35), (37), 
(38) и (40) .
В заключение отметим, что параметры, 
входящие в уравнения (39) и (40), легко 
могут быть рассчитаны по известным ме-
тодам [3], либо найдены экспериментально 
[4] . Что касается параметров Rε и Xε, то они 
являются новыми и, как уже отмечалось, 
представляют активное и индуктивное 
сопротивления рассеяния ротора при усло-
вии, что число полюсов машины увеличи-
лось вдвое . Расчёт этих параметров по ме-
тодам, используемым в практике проекти-
рования электрических машин, по-види-
мому, не представляет затруднений . 
Однако экспериментальное определение 
указанных параметров в действующих ма-
шинах едва ли окажется выполнимым .
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Background. In vibration studies of asynchro­
nous machines, which use magnetic suspension of a 
rotor, it is necessary to take into account the possibi­
lity of radial displacement of a rotating rotor. In this 
regard, its position in the mathematical model of the 
asynchronous or induction machine (hereinafter – IM) 
is defined by two coordinates respectively rotational 
one and radial one.
Objective. The objective of the authors is to 
develop a mathematical model of the induction ma­
chine to be applied in vibration studies.
Methods. The authors use general scientific and 
engineering methods, electrical engineering meth­
ods, mathematical methods (e. g. Laplace equation, 
Kirchhoff equation).
Results. The model is based on a representation 
of an IM in a form of infinitely long cylindrical shells 
with current layers (Pic. 1), the shells being separated 
by an air circular gap (circular with no radial displace­
ment of the rotor or eccentric if any). Thus, on the 
cylindrical shell of radius 1ρ  there is a current layer 














j I=  
1m
I  is the amplitude of the phase 
current of the stator, 1 Қω is angular frequency of the 
stator current.
It is assumed that magnetic cores of stator and 
rotor (its radius is designated as ρ
2
) have an infinite 
magnetic permeability and zero conductivity.





. The calculation will be per­
formed for the vector potential of the magnetic field, 
which in this area has a single component А, directed 
along a cylinder and satisfying in cylindrical coordi­






ρ ρ ρ ρ θ
 ∂ ∂ ∂
+ = ∂ ∂ ∂ 
 (1)
for boundary conditions: 1 0 1
A
B jθρ ρ µρ
∂
























= − + ∂ 
















If we assume that A= R(ρ)×S(θ), then the equation 



















where n2 is a constant. The solutions of those 
equations are
R = cρn+dρ­n, S = g  cos(nθ) + h sin(nθ),
then
A = (cρn+dρ­n)×[ g  cos(nθ) + h sin(nθ)].
In this equation with boundary conditions (2) a 
constant n =1, and values с, d, g  and h, which do 
not depend on variables ρ and θ, satisfy the equa­
tions
0 02 2 2
2 1 1
1 1 1
0, Қ ,  ҚҚ  .c sc d c d g j c d h jµ µρ ρ ρ
   
− = − = − − =   




0 02 2 2 2
1 2 1 2
,ҚҚҚҚҚҚҚҚҚ ,c scg j ch j
ρ ρ
µ µ
ρ ρ ρ ρ
= − =
− −
( ) ( )2 21 2 1 2
0 02 2 2 2
1 2 1 2
,ҚҚҚҚҚҚҚҚҚҚҚҚҚҚc sdg j dh j
ρ ρ ρ ρ
µ µ
ρ ρ ρ ρ
= − =
− −






cos sin  .Қc sA j j
ρ ρ
µ ρ θ θ
ρ ρ ρ
 
= + − + −  
 (3)
Thus, components Bρ and Bθ of magnetic induc­
tion vector (B = rot A) and scalar magnetic potential 
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= − − −  
 (5)
MATHEMATICAL MODEL OF ASYNCHRONOUS MACHINE FOR VIBRATION 
RESEARCH
Kim, Constantine C., Petersburg State Transport University, St. Petersburg, Russia.
Zazybina, Elena B., Petersburg State Transport University, St. Petersburg, Russia.
ABSTRACT
The mathematical model, proposed by the 
authors, is based on a concept of asynchronous 
machine in a form of two infinitely long cylindrical 
shells with current layers, the shells being separated 
by an air circular gap. The study is based on com-
prehensive use of information relating to the opera-
tion mode, when axes of stator and rotor coincide. 
New parameters are introduced, resulting from ra-
dial displacement of a rotating rotor, but their formu-
lation allows using known methods of calculating 
parameters of machines.
Keywords: mathematical model, vibration studies, induction machine, asynchronous machine, magnetic 
bearing, rotor, eccentricity, current layer, perturbed field, unperturbed field.
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Let’s find a flux function U, using one of expres­
sions
1 1
ҚҚҚor ҚҚҚ  .
U V U V
H Hθ ρρ ρ θ ρ θ ρ
∂ ∂ ∂ ∂
= = − = − =
















is a constant. Now it is possible to calculate a 
complex potential ξ
w
=U+jV of a magnetic field in the 




 in the plane w:










= + + − + −  
 (6)
where w = ρeiθ, ξ
0
 is a constant, 1j = − .
Let’s consider a magnetic field in the area of ec­





 with coordinates (х
1
, 0) and 
(х
2
, 0) are symmetric with respect to both circles 
(traces of cylindrical shells), i. e.
( ) ( )2 21 2 1 1 2 2,  .x x x xρ ε ε ρ= − × − =
Function, realizing the conformal mapping of the 
eccentric gap in the circular ring, is linear fractional 
















 are roots of the 
equation
( )2 2 2 2 21 2 1 0 .x xε ρ ρ ε ερ− − + + =   (8)
Since z=rejφ then 11 1e
jz x b ψ− = , 22 2ҚҚҚ e




1 1 1 1
1
2 2
2 2 2 2
2
sin
2 cos ,ҚҚҚҚҚҚҚҚҚsin ,
ҚҚҚҚҚҚҚҚҚҚҚҚҚҚҚҚҚҚ 9
sin
2 cos ,ҚҚҚҚҚҚҚҚҚsin  .
r
b r x rx
b
r




= + − =
= + − =
 (9)
Therefore, the mapping function w can be written 
as










, those quantities being 
functions of the coordinates r and φ of the current 
point in the plane z. Bringing (10) in (6), we get an 
expression for a complex potential of the magnetic 
field in the area of eccentric gap in the plane z:








z c s c s i








= − + + − + −  
 (11)
Hence we find the correlation for flux function and 






































   ∂
+ −   ∂    = −  


























   ∂
+ −   ∂    =  
−   ∂ − +   ∂    
 (14)
Let’s consider the expressions (13) and (14) in a 
more detailed manner.




 of the equation 
(8), if the eccentricity ε is changing, vary in a very wide 
range. For example, when ε approaches its upper 

















+ε); in contrast, when 
ε approaches its lower limit (ε→0), one of the roots 
approaches zero, while the second root approaches 





). Here, approximate values of roots 























In this case х
2





we can neglect z in comparison with х
2





















When ε→0, obviously, w →z should take place; 
consequently, we can take λ=–x
2





Pic. 1. A case of ring circular air clearance.
Pic. 2. A case of eccentric ring circular air clearance.
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the mapping function can be approximated as follows
w = z – ε′.  (15)


















With account for (16) the expressions (13) and 




































































If the magnetic field, described by the equations 
(4) and (5), is considered as unperturbed, then the 
field, corresponding in the expressions (17) and (18) 
to components, containing ε′, should be considered 
as perturbed. In those expressions components 
without ε′ coincide with (4) and (5) and represent the 
unperturbed field. Thus, the appearance of the ec­
centricity of the rotor is accompanied by a disturbance 
of the magnetic field in the air gap of the machine. For 





perturbed magnetic field is rotating with a spatial 
period which is by half less than the period of the 
unperturbed field. This field rotates in the same direc­
tion as the unperturbed field at a speed equal to a half 
of the synchronous speed.
The equations (17) and (18) recorded in the refe­
rence frame xy, rigidly associated with a stator, with the 
start in the center of inertia of the stator (in the point 0 
in Pic. 3). Let’s calculate the magnetic field at the surface 
of the rotor (B
r 
and Bφ are components of magnetic in­
duction in the point N at the surface of the rotor in the 
reference frame xy). Then let’s write the results of the 
calculation (
2r
B  and 
2
Bφ ) in the coordinate system x2y2, 
stationary relative to the stator, but with the origin in the 
center of the rotor (in the point 0
2
 in Pic. 3).
The result is
( )


























ε µ ω φ
ρ ρ
 
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ε µ ρ ω φρ ρ
ρ ρ
− 






=  is relative eccentricity.
Let’s assume that on the surface of the rotor there 
is a current layer, the density of which in the reference 
frame of the stator is given by the expression, which, 
according to our assumption, contains respectively 
unperturbed and perturbed components:
( ) ( )
22 1 2 2 1 2
sin sin 2  .m mj j t j tε εω φ ψ ω φ ψ= − − + − −  (21)
The interaction of the magnetic field (19) and (20) 
(let’s note that this field is due to the stator current) 
with the current sheet (21) gives the ponderomotive 
force acting on the rotor. The density of this force (per 












] = –eφfφ + erfr;
2 22 2
,ҚҚҚ ,r rf j B f j Bφ φ= =
so that for the total force, with the active length of 
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2 cos  .Қr m mF j j lε ε
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j , mj ε , ψ2 and ψε, which have been 
assumed till now to be given, are by and large un­
known. To determine them, it is necessary to use the 
equations describing electromagnetic process in the 
machine. The possibility to directly use the known 
equations of the induction machine [2] for this pur­
pose, obviously, needs to be justified. This is due to 
the fact that in this case, due to the eccentricity of the 
rotor, a disturbance of the magnetic field in the air gap 
of the machine occurs. Therefore, we need to figure 
out how this fact is reflected in the equations of the 
machine.




j  and ψ
2
 do not contain mj ε  and ψε, and those equa­
tions, in principle, coincide with the equations of the 
induction machine, which describe electromagnetic 
processes without the eccentricity of the rotor.





, rigidly connected to the rotor. To do this in 




 + γ, where 
φ
f
 is an angular coordinate measured from the axis x
f
, 
Pic. 3. Used coordinate systems.
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dtγ ω γ= +∫ , where ω2 is a speed of rotor’s rotation 
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2 cos 2 2  .m fj t
ρ ρ
ε µ ω γ φ
ρ ρ
 
+ − − − 
 (24)
Let’s calculate the flux linkage of the rotor coil 
winding, due to the field (24). The position of the coil 
is determined by the angle φ0 between its magnetic 

























Φ = ∫ ∫









































Then the flux linkage Ψ(φ0) of the winding group 
is equal to







 .f fw d
α
α
φ φ φ φ
−
Ψ = Φ +∫
Here Ф(φ0+φ
f
) is given as an expression for Ф(φ0) 
by replacing φ0 in it to (φ0+φ
f
), where φ0 is now assumed 
as an angle, created by the axis x
f
 and the magnetic 
axis of the winding group, α
0
 is an angle of phase zone 
( 0 pm
πα = , p is a number of pole pairs, m is a number 





= , q is a number of slots per pole and 
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We write the equation of Kirchhoff for winding 
groups:




r i j n n mp
dt
Ψ
+ = = … =  (28)
Flux linkage of the winding group Ψ
j
 is represented 





tively from a field of the rotor and the stator field. Assign­
ing the number 1 to a randomly chosen winding group, 
we enumerate all the others in the order of their location 
on the rotor’s periphery. Let the coefficient of self­induc­
tion of the winding group be l  =  l(0∙α), then the coefficient 
of mutual induction between j­th and k­th winding groups 
with the same directions of the currents in them is:
( ) ( )( )ҚҚҚorҚҚҚ 2 ,jk jkl l j k l l n j kα α= − = − −
where α is an angle between axes of adjacent winding 
groups (
n
πα = ). At any phase currents in adjacent 
winding groups have opposite directions. Let in all odd 
winding groups currents are directed from the ear «n» 
to the ear «k», and in even windings from «k» to «n». 
Then for the flux linkage of the j­th coil group due to 
the rotor field, we get
( ) ( ) ( )
2
1





f l j k i j nα +
=
Ψ = − − = …∑
The flux linkage Ψ
j 
(s) is determined by the for­
mula (30) at a value φ0, corresponding to the j­th 
winding group. Let for the first group φ0 =0, then for 
the j­th winding group we have
φ0 =(j­1)×αρ (29)
EMF corresponding to the flux linkage, calculated 
by the formula (25) with 0φ  according to (29), are 
directed in all winding groups equally from «n» to «k». 
The currents in odd winding groups have the same 
directions, while currents in even groups, as men­
tioned previously, have opposite direction. To match 
the direction of EMF and currents in even winding 
groups, it is necessary to attribute an opposite sign 
to the flux linkages calculated by (25) at (29) for even 
winding groups. Thus, we obtain the following expres­
sion for the flux linkage Ψ
j 
(s), true for both even and 
odd winding groups:
( ) ( )( )
1 1
cos 1j ms j m t j pω γ αΨ = − − − +
( )( ) ( ) 11cos 2 2 1 1  .Қjm t j pε ω γ α −+ − − − −  (30)
Let the winding group number 1 enters a phase 
of «a». Then belongings of other groups are found at 
once. In the phase «a» we have 1, 4, …, 2n­2 winding 
groups, in the phase «b» we have 3, 6, …, 2n groups 
and in the phase «c» we have 2, 5, …, 2n­1 groups.
Let’s sum equations (28) for the values of the 
index i, which it takes in individual phases (assuming 
that winding groups in the phases are connected in 























= ∙∙∙ = i
2n­1
.
Pic. 4. To the calculation of flux linkage of rotor 
winding coil.
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( )( )Ri Li 0,Қd s
dt
+ + Ψ =  (31)
where i, Ψ(s) are column matrices of currents and flux 
linkages of phases, justified by the stator magnetic 
field:
( )T ,a b ci i i i=  ( ) ( ) ( ) ( )( )
T
,a b cs s s sΨ = Ψ Ψ Ψ











r l l l
r l l l
r l l l
   
   = =   
   
   
Here r is an active resistance of the phase, l
0
 is 
self­inductance of the phase, l
m
 is mutual inductance 
between phases:








l p l kα
−
=
= −∑  
( ) ( )( )
2 1
0









Flux linkage of phases, justified by stator mag­
netic field, is calculated, referring to (30):
( ) ( )
1 1
2 cos ;a ms pj m tω γΨ = −
( ) ( )
1 1
2 cos 120 ;b ms pj m tω γΨ = − −
( ) ( )
1 1
2 cos 120  .c ms pj m tω γΨ = − +
Hence, perturbed magnetic field, inducted by the 
rotor eccentricity, which in (30) corresponds to a 
component of flux linkage of the winding group, con­
taining a comprising factor mε, does not contribute to 
the flux linkage of phases of the rotor winding. This is 
due to the fact that the period of the perturbed mag­
netic field distribution is by half less than the pole 
pitch. Therefore, in each phase at normal rotor win­
ding flux linkage of odd winding groups due to per­
turbed magnetic field is compensated by the flux 
linkage of even winding groups of the same mag­




j  and 
Ψ
2
 (they can be called equations of the unperturbed 
state) should not differ from the known equations of 
an induction machine, corresponding to the case of 
coincidence of the axes of stator and rotor.
Let’s now define the values mj ε  and Ψε, associ­
ated with the perturbed magnetic field. In induction 
machines, with a rotor winding of a squirrel cage 
(either single or double), and in machines with a 
throttling­type or massive rotor, perturbed magnetic 





0 0 12 2
1 2
2 cos 2 2 ,r m fB j tε
ρ ρ
ε µ ω γ φ
ρ ρ
 
= − − − 
 (32)
induces a current in the rotor. This current is as­
sociated with previously  introduced value 
( )1 2sin 2mj tε εω φ ψ− −  (see (21)). In asynchronous 
machines with the specified rotor design the period 
of distribution of the current, induced in the rotor, 
coincides with the period of the external magnetic 
field rB ε . Therefore, the flux linkage of the «coil», 


















Φ = ∫ ∫





0 0 12 2
1 2
2 cos 2 2  .m
l
j tε
ρ ρ τε µ ω γ φ
ρ ρ π
 
Φ = − − − 
If the rotor winding is made as a squirrel cage with 
the number of rods h, the flux linkage of the «phase» 















where p is a number of pole pairs, α
0







0 0 0 12 2 2
1 2
2 sin cos 2m
lph
j tε
ρ ρ τε µ α ω γ
ρ ρ π
 
Ψ = − − 
As well as a «phase» EMF of the rotor eε, corre­
sponding to Ψε, which at a constant speed of rotor’s 




















= − − 
−







= ). Hence we find the 
current
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where Rε is an active resistance, Xε is an inductive 
resistance of leakage of rotor. By the way, for the 
experimental determination of those parameters it 
would have been necessary to perform a stator 
winding with a half less pole pitch with unchanged 
other conditions.
The current iε forms a symmetrical positive series 
system, where (33) can be regarded as an expression 
of one of the phase currents in the reference frame 
of the rotor. It is very important that the period of 
distribution of «winding» with the current iε is by half 
less than the pole pitch. Therefore, current sheet, 
equivalent to this «winding», in the reference frame 
of the stator is given by the formula
( )1 2sin 2 ,Қmj j tεε εω φ ψ= − −  (36)
which was set a priori in (21). In the derivation of the 
expression (36) it was assumed that the phase 
«windings» are distributed harmonically and are 






Let’s find an expression for mj ε . Let’s first note that 







ҚҚҚsin 1 .fφ =  If we further consider that 
2pm = L
12
 is a coefficient of mutual inductance be­
tween the stator and the rotor, then, bearing in mind 
(31) and (38), we obtain
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The equations (35) and (37) play a very important 
role. They define values  and Ψε, which are in­
cluded in the formula for the radial component of the 
ponderomotive force acting on the rotor (23). There­
by the equation of radial movement of the rotor is 




0 22 2 2
1 2
2 cos ,Қm m c
d
M j j l F
dt ε ε







 is radial force of resistance, for example, of 
a magnetic bearing, М is a mass of the rotor.




j  and Ψ
2
 it is ne­
cessary to solve equations of an induction machine, 
describing processes in the absence of the eccentri­
city of the rotor. Those equations in general form can 
be written as follows:
1 2
1 1 1 12 1
2 1

















+ + = 























is their mutual inductance, equal to the 
main inductance of stator winding; 
11 12
L L Lσ= + , 
22 21
L L Lσ= + , 1Lσ  and 2Lσ  are leakage inductances of 
stator and rotor, including slot, end­coil and differen­
tial leakages; Mφ is a moment, justified by tangential 
component of the ponderomotive force; M
c
 is a mo­
ment of resistance; J is a moment of inertia relative 
to the axis of rotation of the rotor.
In harmonic distribution of phase windings and 
their symmetrical arrangement relative to each other 
the values 
1m
j  and 
2m
j  are numerically equal to the 
amplitudes 
1m
I  and 
2m















the sinusoidal mode, assuming that in (39) 1
11
e j tmu U
ω=  , 
1
11
e j tmi I
ω=   and 1
22
e j tmi I
ω=  , we can immediately calcu­
late 
1m
I  and 
2m











R jX I jX I U
R jX s I jX sI
+ + = 





which result from (39) at ω = const, and then we could 




j  and Ψ
2
.
In small asynchronous machines, electromag­
netic time constants are small, so if those machines 




 = const) their 
dynamic properties do not differ from static features. 





j , mj ε , Ψ2 and Ψε,, based on the use 
of (37) and (40), is completely justified. In contrast, 
for large asynchronous machines with sound windings 
and circuits a possibility of significant transients 
should be borne in mind. This leads to the need in­




М jφ = × × 2 1 1 2( )
∗ ∗
× − ×i i i i , and instead of 









2 sin cos 2 ,m
di






ε ε ε ε
ε








j  is already a time function.
Conclusions. Thus, to solve the problem of in­
vestigating the induction machine with magnetic 
bearings, and in particular, to solve the problem of 
calculating its vibration characteristics, an asynchro­
nous machine can be simulated by the equations (38) 
and (39), (41); or equations (35), (37), (38) and (40).
Finally, let’s note that the parameters in the equa­
tion (39) and (40) can be easily calculated by known 
methods [3] or found experimentally [4]. With regard 
to the parameters Rε and Xε, they are new and, as al­
ready noted, represent active and inductive leakage 
of the rotor, provided that the number of poles of the 
machine doubled. The calculation of those parame­
ters according to methods used in the practice of the 
engineering and designing of electrical machines, 
apparently, is not difficult. However, the experimental 
determination of those parameters in the existing 
machines is unlikely to be feasible. 
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